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Rjesˇavanje modela trzˇisˇne ravnotezˇe
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Uvod
U cˇlanku Rjesˇavanje modela trzˇisˇne ravnotezˇe pomoc´u diferencijalne jednadzˇbe (MFL
LXV, br. 4) spomenuli smo kako se mnogi ekonomski fenomeni mogu formulirati pomoc´u
matematicˇkih modela i potom analizirati te rjesˇavati odgovarajuc´im matematicˇkim alatom.
Matematicˇka ekonomija omoguc´ava primjenu matematicˇke aparature kako bi se dobili
odgovori na brojna pitanja u ekonomiji. Cˇesto se pretpostavlja kako su ekonomske
varijable neprekidne i diferencijabilne funkcije, sˇto olaksˇava analizu i omoguc´uje
korisˇtenje elegantne tehnike deriviranja. Kada ekonomisti rade sa stvarnim podacima,
oni raspolazˇu s vrijednostima ekonomskih varijabli u odre -denim vremenskim trenucima,
pa u biti nemaju na raspolaganju neprekidne nego diskretne funkcije, to jest funkcije
cˇija domena nije interval nego diskretan skup. Stoga c´emo ovdje razmotriti diferencijske
jednadzˇbe kao temelj za analizu ekonomskih pojava. Rezultat rjesˇavanja diferencijske
jednadzˇbe je vremenska putanja, cˇija se dinamicˇka stabilnost ispituje u samoj analizi.
Kao i u kontinuiranom slucˇaju, ispitivanje dinamicˇke stabilnosti svodi se na utvr -divanje
postojanja granicˇne vrijednosti varijable kada vrijeme tezˇi u beskonacˇnost. U ekonomiji
se to naziva dugi rok.
Najprije c´emo definirati temeljne pojmove o diferencijskim jednadzˇbama i neke
metode za njihovo rjesˇavanje, a potom na primjeru modela trzˇisˇne ravnotezˇe kao
tipicˇnom primjeru implementacije diferencijskih jednadzˇbi u ekonomiji prikazati
rjesˇavanje diferencijskih jednadzˇbi.
Opc´enito o linearnim diferencijskim jednadzˇbama prvog reda
Ako je vrijednost ekonomske velicˇine y ovisna o vremenu t i ako zˇelimo istaknuti
da je veza izme -du tih velicˇina diskretna, pisˇemo y(t) ≡ yt . Jednadzˇba oblika
a2yt+1 + a1yt = a3, a2 = 0 (1)
gdje je y(t) = yt , t ∈ N ∪ {0} , trazˇena vremenska putanja vremena, naziva se
obicˇnom diferencijskom jednadzˇbom prvog reda s konstantnim koeficijentima, a1 ,
a2 , a3 ∈ R . Rjesˇenje jednadzˇbe (1) je vremenska putanja y(t) = yt . Opc´e rjesˇenje
nehomogene diferencijske jednadzˇbe (1) je superpozicija opc´eg rjesˇenja pripadajuc´e
homogene diferencijske jednadzˇbe (uobicˇajeno se kazˇe komplementarnog rjesˇenja)
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i partikularnog rjesˇenja, (yt)c i (yt)P . Komplementarno rjesˇenje, dakle, dobivamo
rjesˇavanjem korespondentne homogene diferencijske jednadzˇbe:
a2yt+1 + a1yt = 0, a2 = 0 (2)
Opc´e rjesˇenje jednadzˇbe (2) trazˇimo u obliku
(yt)c = Cmt, m = 0. (3)
Pokazˇimo da je rjesˇenje jednadzˇbe (2) doista funkcija dana formulom (3). Doista,
a2Cm
t+1 + a1Cmt = 0, a2 = 0, m = 0,
(a2m + a1)Cmt = 0




Dakle, normiramo li jednadzˇbu (2), to jest pisˇemo li je u obliku
yt+1 + ayt = 0, (4)
pri cˇemu je a =
a1
a2
, opc´e rjesˇenje jednadzˇbe (2) je
(yt)c = C(−a)t, C ∈ R. (5)
Pokazˇimo da je trazˇeno opc´e rjesˇenje jednadzˇbe (2) (yt)c dano izrazom (3). Doista,
uvrstimo li (5) u (4), nalazimo
yt+1 + ayt = C(−a)t+1 + Ca(−a)t = C(−a)t+1 − C(−a)t+1 = 0. (6)
Partikularno rjesˇenje dobivamo rjesˇavajuc´i jednadzˇbu (1) pretpostavljajuc´i da je rijecˇ o
nekoj konstanti k , to jest da je:
(yt)P = k, k ∈ R, za svako t . (7)
Uvrstimo li (7) u (1), slijedi
a2k + a1k = a3, (8)





pri cˇemu je a2 = −a1 .
U slucˇaju a2 = −a1 , pretpostavljamo da je partikularno rjesˇenje oblika (yt)P = k1t ,
pri cˇemu je k1 ∈ R konstanta i izraz (1) postaje:






Dakle, opc´e rjesˇenje linearne diferencijske jednadzˇbe (1) dano je izrazom:





, ako je a2 = a1
y0 + t · a3a1 , ako je a2 = a1
(11)
Ekonomiste zanima dinamika kretanja neke varijable u kratkom, ali i u dugom roku. Za
dugi rok razmatramo limes funkcije (11) kada t tezˇi u beskonacˇno, uz pretpostavku da
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nema nikakvih promjena koje utjecˇu na proces opisan jednadzˇbom (1). Razmatramo li
slucˇaj a2 = −a1 , racˇunamo limes:
lim










. Ako je |a| > 1, za parne vrijednosti t limes (12) tezˇi u +∞ ,








dok je za neparne jednak −C + a3
a2 + a1
. Zakljucˇno, ako se radi o slucˇajevima |a| < 1
i a = −1, proces y c´emo nazvati stacionarnim procesom, dok za preostale slucˇajeve
govorimo o divergentnom procesu.
U slucˇaju a2 = −a1 , ocˇito je rijecˇ o divergentnom procesu.
Model trzˇisˇta jednog poljoprivrednog proizvoda
Dinamicˇki model trzˇisˇta jednog poljoprivrednog proizvoda, kojeg je prvi put analizirao
Nicholas Kaldor, je model koji pokusˇava objasniti fluktuacije u cijenama na odre -denim
vrstama trzˇisˇta. Cˇesto se ovaj model vezˇe uz poljoprivrednu proizvodnju, pri cˇemu
proizvo -dacˇi moraju donijeti odluke o cijenama jedno razdoblje unaprijed.
U ovome trzˇisˇnome modelu proizvo -dacˇ donosi odluku o cijeni u sljedec´em razdoblju.
Stoga je ponu -dena kolicˇina na trzˇisˇtu Qst funkcija cijene iz prethodnoga razdoblja Pt−1 ,
pri cˇemu se pretpostavlja sljedec´i funkcionalni oblik:
Qst = aPt−1 − b, a, b > 0. (13)
S druge strane, kolicˇina koja se trazˇi na trzˇisˇtu u trenutku t , Qdt , padajuc´a je i linearna
funkcija cijena na trzˇisˇtu u trenutku t :
Qdt = c− dPt, c, d > 0. (14)
Pretpostavlja se da se trzˇisˇte u svakom trenutku “cˇisti”, to jest da je ponuda jednaka
potrazˇnji:
Qst = Qdt. (15)
Uvrstimo li (13) i (14) u (15), slijedi:
aPt−1 − b = c− dPt (16)
odnosno
dPt + aPt−1 = b + c. (17)
Izrazom (17) definirana je linearna diferencijska jednadzˇba prvog reda. Opc´e rjesˇenje
pripadajuc´e homogene jednadzˇbe nalazimo uz pretpostavku (Pt)c = Cmt , m = 0:
d · Cmt + a · Cmt−1 = 0 / : Cmt










odrediti partikularno rjesˇenje (Pt)P . To c´emo ucˇiniti tako da pretpostavimo da je
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partikularno rjesˇenje neka konstanta k ∈ R , to jest da je (Pt)P = k za sve t , i navedeno
uvrstimo u (17):





Uocˇimo da je zbog uvjeta a , d > 0 nazivnik a + d = 0.









stabilnost dobivene vremenske putanje ocˇito ovisi o izrazu −a
d
. Kako su a , d > 0,
izraz −a
d
poprima negativnu vrijednost. Me -dutim, ako je a > d , radi se o divergentnom
procesu, cijena c´e na trzˇisˇtu “podivljati” i nec´e se ostvariti ravnotezˇa. Ako je a = d ,












c´e za a < d cijena konvergirati prema cijeni P∗ =
b + c
d + a
i pritom se ostvaruje uvjet
cˇisˇc´enja trzˇisˇta.
Primjer. Zadan je model paucˇine za jedan proizvod na trzˇisˇtu:
Qdt = 20− 3Pt
Qst = −6 + Pt−1
Qdt = Qst
P0 = 7.5.
Izvedimo vremensku putanju cijene i ispitajmo njenu dinamicˇku stabilnost.
Iz uvjeta cˇisˇc´enja trzˇisˇta slijedi jednadzˇba 20 − 3Pt = −6 + Pt−1 , odnosno
3Pt +Pt−1 = 26. Uz pretpostavku da je partikularno rjesˇenje konstanta k ∈ R , nalazimo
da je to konstanta (Pt)P = k =
13
2
. Pretpostavimo li da je (Pt)c = Cmt , m = 0, lako se














. Uvrstimo li zadani
pocˇetni uvjet P0 = 7.5 u dobivenu funkciju, nalazimo vrijednost konstante C . Naime,








= 7.5 slijedi C = 1, pa je konacˇno trazˇena vremenska putanja








. U dugom roku na razmatranom trzˇisˇtu




, sˇto znacˇi da c´e se ostvariti dugorocˇna ravnotezˇa na trzˇisˇtu.
Graf dobivene vremenske putanje je dan na slici 1.
Za pocˇetnu cijenu P0 > P∗ nu -dena kolicˇina u razdoblju t = 1 bit c´e jednaka Q1 .
Kako bi i trazˇena kolicˇina bila jednaka, cijena u prvom razdoblju mora biti jednaka
P1 . Uz cijenu P1 nu -dena kolicˇina u sljedec´em razdoblju iznosi Q2 . Postupak se
ponavlja u sljedec´im razdobljima, pri cˇemu se “plete mrezˇa” (odatle i naziv model
paucˇine) pri cˇemu tocˇke vremenske putanje naizmjenicˇno pripadaju pravcu ponude (S) ,
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odnosno pravcu potrazˇnje (D) . Naravno, uvjet cˇisˇc´enja trzˇisˇta (sˇto smo matematicˇki
zapisali koristec´i jednakost Qst = Qdt ) znacˇi da dvije sukcesivne tocˇke te mrezˇe (rijecˇ
je primjerice o tocˇkama (P0,Q1) i (P1,Q1)) imaju jednake ordinate, a druge dvije (cˇije
ordinate su parnog i zatim neparnog indeksa) imaju jednake apscise. Stoga su dijelovi
paucˇine paralelni s koordinatnim osima P , odnosno Q . Uocˇimo da je vremenska putanja
cijene konvergentna (slika 1) i iznosi P∗ .
Slika 1. Graficˇki prikaz modela paucˇine
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